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基于变分模态分解的壁湍流拟序结构形态研究

王文康,潘　翀∗,王晋军
(北京航空航天大学 教育部流体力学重点实验室,北京　１００１９１)

摘　要:应用多分量准二维变分模态分解技术,对直接数值模拟的湍流边界层的流向Ｇ法向平面进行了分解.通过对

从低雷诺数到中等雷诺数(Reτ＝４００~１７５０)各个工况的瞬时流场的观察,定性地得到了不同模态所对应的物理结构

特征.通过两点相关云图形态和倾斜角度的比较,定量地对比了不同模态对应的拟序结构倾角随法向高度的变

化.一阶模态主要对应大尺度扫掠/喷射事件,第二阶模态则对应近壁流向涡结构.两阶模态的拟序结构倾角随

法向高度的变化趋势与雷诺数呈弱相关,表明大小尺度模态的几何特征在所研究的雷诺数范围内存在自相似性.
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　　Abstract:ThemultiＧcomponentquasiＧbivariatevariationalmodedecompositiontechniqueis
appliedtodecomposetheturbulentboundarylayervelocityfieldacquiredbydirectnumerical
simulation．Byobservingtheinstantaneousflowfieldatvariouscasesfromlowto medium
Reynoldsnumber(Reτ＝４００~１７５０),thecharacteristicsofthecoherentstructurescorresponding
todifferentmodesarequalitativelyobtained．Bycomparingthemorphologyandinclinationangle
ofthetwoＧpointcorrelationmap,thevariationoftheinclinationangleofthecoherentstructure
correspondingtodifferentmodeswiththenormalheightisquantitativelycompared．Thefirst
mode mainly corresponds to largeＧscale sweep/ejection events, while the second mode
correspondstonearＧwallstreamwisevortexstructures．Thevariationtrendoftheinclination
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０　引　言

　　高雷诺壁湍流的研究近年来成为湍流研究的热

点.在高雷诺数下,流场内流动结构的尺度层级更加

丰富,不同尺度间相互作用的形式更加复杂,并且出

现了不同于低雷诺数边界层的统计特性以及物理结

构,比如大/超大尺度结构.这种外区的大/超大尺度

结构会影响湍流边界层的湍动能的生成和分布,甚至

会对近壁区的小尺度结构所对应的雷诺应力和湍动

能产生影响.为了量化湍流边界层多尺度结构的运

动学和动力学特性以及它们之间的相互作用,需要将

大小尺度结构进行合理的分离[１].在高雷诺数的情



况下,耗散尺度和含能尺度充分分离,因此分离尺度

相对比较明显.常见的方法是通过设定某个截断波

长,对谱空间进行截断滤波.例如,Mathis等[２]推荐边

界层厚度δ作为流向截断尺度,即λx/δ＝１,用于研究

大尺度结构对小尺度脉动的振幅调制.这一标准在湍

流边界层的研究中被广泛采用[３Ｇ５].此外,Zhang等[６]

提出了分别在流向、展向和时间方向上的内尺度截断

尺度λ＋
x ＝１０００π,λ＋

z ＝１２５π和λ＋
t ＝２６０,这在某种意

义上是“最优”的截断尺度,因为所分离出来的小尺度

湍流脉动接近于准定常准均匀假设(QausiＧsteady
qausiＧhomogeneous,QSQH),即小尺度湍流脉动与

大尺度脉动产生的壁面剪切之间相互独立.

　　尽管谱分析在尺度分离中有广泛的应用,但它也

有一定的局限性.首先,傅立叶变换隐含地假设被分

析信号达到统计稳态.对于通过单点测量(例如热线

风速仪)获得的速度脉动的时间序列,可以通过增加

采样的持续时间来满足这一条件.然而,对于像粒子

图像测速(PIV )这样的场测量,视野范围(FOV )
通常受到测试仪器的限制不可能太大,因此瞬时脉动

速度在空间上的分布,如流向速度u(x),往往不能满

足统计稳态条件.这使得针对短信号的傅里叶分析

无法准确解析大尺度(低波数)处的能谱.其次,在中

低Re的情况下,尺度分离并不明显[４,７],这使得选择

合适的分离尺度相当困难.另外,人工给定一个大、
小尺度之间的固定的截断阈值,在物理上与湍流结构

的时变特性相矛盾.

　　 经验模态分解(EmpiricalModeDecomposition,

EMD )[８]及其变体是另外一种尺度分离选择,其本

身具有处理非稳态信号的能力.EMD是通过一系列

的筛选(sifting)过程将时间序列信号分解为有限数

量 的 本 征 模 态 函 数 (Intrinsic Mode Functions,

IMFs,在下文中也简称为模态),而不依赖于预先确

定的模态形式,即可以自适应地捕捉到信号的局部

尺度.在 湍 流 尺 度 分 析 中 得 到 了 较 为 广 泛 的 应

用[９Ｇ１０],Cheng[１１]等最近对通过 DNS模拟的槽道湍

流速度场进行了二维EMD (BＧEMD )分析,得到了

流场中的条带结构和流向涡结构,并证明这些结构的

尺度沿法向高度自相似增长的特性,这与传统的附着

涡假设所得到的结论是一致的.

　　由Dragomiretskiy和Zosso[１２]提出的变分模态

分解(VMD )是传统EMD的最新升级.VMD方法

的基本思想是使所分解出的模态应该具有最紧致的

带宽.在此基础上,VMD用严格的数学定义明确地

构造了一个凸优化问题.由于最小带宽规则的限制,
不同 VMD模态在尺度空间中相互重叠最小,这避免

了传统EMD的模态掺混问题.这种优势使得 VMD
在信号处理方面具有巨大的潜力.在此基础上,

Wang[１３Ｇ１４]的工作对 VMD方法在多维多分量信号分

解上的应用进行了探索,提出了多分量准二维 VMD
(MCＧQBVMD)方法并用于湍流边界层拟序结构的

分析,验证了这种方法在湍流多尺度分析中的有效

性.然而这种自适应尺度分解方法得到的模态所对

应的物理结构的本质仍不清楚.

　　本文将利用 MCＧQBVMD 方法,对直接数值模

拟(DNS)得到的湍流边界层进行分解.重点对分解

得到的各阶模态中的拟序结构的尺度和几何特性进

行分析,揭示其物理本质.本文分为以下几个部分,
第１节将介绍变分模态分解方法及其衍生的 MCＧ
QBVMD方法;第２节将介绍所使用的 DNS边界层

数据;第３节将对分解的到的结果进行分析讨论;第
４节给出结论.

１　变分模态分解方法

１．１　一维变分模态分解

　　在这里我们简要的介绍一维 VMD算法的核心

思想和实现方法,以方便后面的讨论.关于算法本身

的更多细节可以参考文献[１２].

　　VMD算法的核心是将一列时序信号f(t)分解

成一系列本征模态函数(Intrinsicmodefunction,

IMF)的线性叠加,即:

　　f(t)＝∑
K

k＝１
uk (１)

其中uk 为IMF,其特征是极值点的数量与过零点的

数量相等或仅相差一个.模态数量 K 需要提前指

定.VMD算法的核心目的是要使得各阶模态在尺

度上充分分离,这也就引出了 VMD算法的核心优化

函数,即:单个模态的带宽要最窄.这一最窄带宽准

则可以表述成以下的优化函数,即:

　　argmin
uk,ωk

∑
k ‖∂t δ(t)＋

i
πt

æ

è
ç

ö

ø
÷uk(t)é

ë
êê

ù

û
úúe－iωkt‖

２

２{ }
s．t．　f＝∑

k
uk (２)

　　上式目标函数中的L２范数‖􀅰‖２ 是各阶模态的

带宽的估计值.其中 δ(t)＋
i
πt

æ

è
ç

ö

ø
÷uk(t)实际上是模

态uk 的分析函数ak(t):

　　ak(t)＝uk(t)＋iHuk(t) (３)

　　 公 式 (３)中,H 为 希 尔 伯 特 变 换 (Hilbert
Transform).分析函数ak(t)的傅里叶变换是一个

只在正频率有幅值的函数.e－iωkt的作用是将整个信

号的频域上移动ωk,其中ωk 可以认为是模态uk 的
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中心频率,或者载波频率.将经过平移的分析信号关

于t求偏导数,再求L２范数,相当于求ak(t)的频谱

关于ωk 的转动惯量,因此可以反应uk 的带宽.由此

可见,公式(２)所表达的优化函数的含义是:求一个

原始信号f 的模态的集合{uk}和中心频率ωk 的组

合,使得所有模态带宽相加之和最小.对该目标函数

的约束条件是,所得全部模态得线性叠加能够完全还

原原始信号.

　　求解公式(２)中得优化问题即可得到原始信号f
的模态,下文称为 VMD模态.可以使用变向乘子法

(Alternatedirectionmethodofmultipliers,ADMM)来
求解这一优化问题.为了简明起见不再给出推导求

解的过程,仅仅给出 Dragomiretskiy等[１２]给出的迭

代求解公式,如下所示:

　　ûn＋１
k ＝ f̂m －∑

j≠k
ûj ＋

λ̂
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
１＋２α(ω－ωk)２

(４)

　　ωn＋１
k ＝

∫
∞

０
ω ûk

２dω

∫
∞

０
ûk

２dω
(５)

其中尖帽符号 􀅰̂代表傅里叶变换,λ 为拉格朗日乘

子,α是用以加速迭代收敛的权重系数.λ 和α 需要

提前设定.设定分解模态的数量和残差的阈值之后

即可不断的迭代更新公式(４)和(５),直至结果收敛.
从公式(４)和(５)中可以看到,模态uk 在每一步都迭

代更新成其他模态残差的 Wiener滤波,而中心频率

ωk 则更新成ûk 的重心.

１．２　多分量准二维变分模态分解

　　瞬时湍流速度场是三维三分量的,但是湍流边界

层的流场本身的特殊性,比如脉动速度沿法向的分布

具有不均匀性、流场中的拟序结构在不同方向上的尺

度差别巨大等等导致同时在两个以上的维度上进行

分解非常困难.比如二维FFT无法对xＧy 平面的速

度场进行分解,因为法向不满足周期性条件;二维

EMD分解xＧz平面流场时往往无法有效的提取其中

的条带状结构等等[１４].

　　针对这个问题,Wang等[１３]提出了多分量准二维

变分模态分解(MCＧQBVMD)算法来分解二维多分

量数据.这个方法的思路是,对于一个二维多分量的

数据信号f(x,y)＝{fm(x,y),m＝１∶M},假设x
方向为分解方向,y 方向为辅助方向,M 为分量个

数,则f(x,y)可以看成一系列x 方向上的空间信号

在y 方向上的组合.假设由于拟序结构的存在,同
一阶模态中主方向上的尺度沿辅助方向没有变化.

因此在其迭代求解的过程中,可以先在主方向上进行

尺度分解,然后在辅助方向上对不同位置处的中心尺

度进行重新平衡,使得每阶模态的主方向上的尺度在

辅助方向上保持一致.对于不同的速度分量,MCＧ
QBVMD要求不同分量之间的尺度保持一致,这是因

为对于模态uk 中某个拟序结构引起的脉动,其在不

同分量上的投影的尺度应该是一致的.

　　MCＧQBVMD的目标函数可以表示为:

min
um,k,ωk

∑
m,k‖∂x δ(x)＋

i
πx

æ

è
ç

ö

ø
÷um,k(x,y)é

ë
êê

ù

û
úúe－iωkx‖

２

F{ }
s．t．　fm ＝∑

k
um,k,　∀m ∈ １,M[ ] (６)

上式假设x 为主分解方向.由于f 为二维模态,因
此目标函数中的L２范数被替换成 Frobenius范数

‖􀅰‖F 来估计二维模态的带宽.对于一个二维矩阵

uij,对比公式(２)与 MCＧQBVMD的目标函数可以发

现,MCＧQBVMD的目标函数相当于不同分量和不同

y 处的一维空间信号的带宽之和.

　　由于 MCＧQBVMD的目标函数相当于不同空间

位置处的多分量一维信号的带宽的线性叠加,因此其

求解的步骤与 VMD 非常相似.使用 ADMM 求解

式(６),可以得到迭代解为:

　　ûn＋１
m,k(ω,y)＝

　　　
f̂m(ω,y)－∑

j≠k
ûm,j(ω,y)＋λ̂(ω,y)/２( )

１＋２α (ω－ωk)２

(７)

　　ωn＋１
k ＝

∫
D y( )
∫

∞

０
ω∑

m
ûm,k(ω,y)２( )dωdy

∫
D y( )
∫

∞

０ ∑m ûm,k(ω,y)２( )dωdy

(８)

　　公式(７)说明在 MCＧQBVMD中,uk 的更新步相

当于对f(x,y)在每个y 位置和每个分量进行一维

的 VMD分解,而ωk 的更新步不但在各个分量之间

进行平均,同时在不同的y 位置进行平衡,使得每一

阶一维模态um ,k 在整个y 域上具有相同的中心频

率.关 于 MCＧQBVMD 算 法 的 更 多 细 节 可 参 照

Wang等[１３]的工作.

２　DNS湍流边界层数据

　 　 我 们 将 在 后 文 中 分 析 马 德 里 理 工 大 学

(UniversidadPolitécnicadeMadrid)JavierJimenez
教授课题组公开的 DNS湍流边界层数据(https://

torroja．dmt．upm．es/turbdata/blayers).该数据为体
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发展边界层流动,雷诺数跨度Reτ＝４００~２０００,模拟

了光滑平板之上的一个六面体内的速度场,展向采用

的是周期性边界条件,流向和法向为非周期性边界条

件.在流向和法向采用交错网格三点紧致差分方法.
展向上使用傅里叶谱进行计算,并使用２/３律来消除

混淆误差.求解压力使用的 Poisson方程中采用的

是二阶有限差分格式.时间推进使用的是半隐式三

阶RungeＧKutta方法.关于这两套DNS数据的更多

细节可以参考原始文献[１５].

　　在当前工作中,我们选取６个特征雷诺数下的流

向Ｇ法向平面作为研究对象,流向上选取各个雷诺数

对应的位置上下游各６δ(δ为特征雷诺数当地的边界

层厚度)的范围,法向上选取y≤δ 的区域,基本涵盖

了边界层中所有流向尺度的结构.在当前选择的流

向范围内,雷诺数的变化在±３％以内,因此后面将采

用流向范围中心位置处的边界层参数作为全局参数

进行无量纲.各个工况的流向平均速度型U 和流向

脉动速度型σu 如图１所示.不同工况下的边界层参

数如表１所示.

(a)

(b)

图１　(a)流向平均速度型Ū(实线)和
(b)流向脉动速度型σu.

Fig．１　Profilesof(a)meanstreamwisevelocity
Ūand(b)fluctuationvelocityσu

３　变分模态分解结果

３．１　瞬时流场结构分解

　　使用 MCＧQBVMD 对湍流边界层中流向Ｇ法向

(x－y)平面内的多分量瞬时速度场进行尺度分离.

表１　边界层参数

Table１　Theparametersofturbulentboundarylayers

工况 Reτ Reθ H
视野范围 空间分辨率

Δx/δ×Δy/δ Δx＋ ×Δy＋ ×Δz＋

D１ ４００ ６００ １．４３ １２×１ ６．１０×０．３０×４．１０
D２ ７００ ２１００ １．３９ １２×１ ６．１０×０．３０×４．１０
D３ １０００ ２８５０ １．３８ １２×１ ７．００×０．３２×４．０７
D４ １２５０ ３８００ １．３８ １２×１ ７．００×０．３２×４．０７
D５ １５００ ４７５０ １．３７ １２×１ ７．００×０．３２×４．０７
D６ １７５０ ５６５０ １．３６ １２×１ ７．００×０．３２×４．０７

需要说明的是,湍流边界层中脉动速度的统计量在平

行壁面平面内是准均匀的,在垂直壁面方向是非均匀

的.这种情况适合应用准二维分解方法进行分解,分
解的主方向是流向,辅助方向是法向.而传统的二维

分解方法,例如二维FFT、或者二维 EMD,由于在两

个方向上均进行分解,所以并不适用于流向Ｇ法向平

面内的二维数据集.参考 Wang的工作[１３],模态的

阶数定为K＝２,罚系数定为α＝１００,λ＝０.

　　图２展示了湍流边界层(Reτ＝１７５０)某单帧速

度场以及 MCＧVMD 分解得到的两阶模态.这里我

们仅仅展示原视野范围的一小部分,以便更加清晰地

显示模态中的流动结构.第一阶模态(图２(b))很好的

捕捉到了原始流场中的大尺度结构,即沿流向排布的

交替排列的高低速流体,其流向尺度达到了边界层厚

度的量级.这种结构与前人观察到的大尺度结构在x
－y平面的是一致的[１６Ｇ１７],其特征都是向流向倾斜,一
端与壁面接触,另一端向对数区延伸.由于u、v 两个

分量是同时分解的,因此可以看到这些附着于壁面的

结构与大尺度的扫掠喷射事件密切相关:即高速区对

应大尺度的Q４事件,低速区对应大尺度的Q２事件.

图２　湍流边界层 MCＧQBVMD瞬时模态(Reτ＝１７５０).
(a)原始速度场;(b)一阶 MCＧQBVMD模态;(c)二阶

MCＧQBVMD模态.矢量场代表(u,v,w),背景云图为u.
Fig．２　InstantaneousMCＧQBVMDmodesof

turbulentboundarylayer．
(a)originalfield;(b)１stmode;(c)２nd mode．

Thevectorsrepresent(u,v,w)andthe
colorcontoursshowsmagnitudeofu．
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　　第二阶模态 (图２(c))显示了瞬时的小尺度模

态,其特征尺度比第一阶模态小一个量级,可用内尺

度进行标度(λx
＋ ~３００).小尺度模态中可以观察到

近壁面(y＋ ＜５０)频繁发生的小尺度喷射和扫掠事

件.这些事件在流向交替排列,并且与大尺度结构一

样与流向方向存在倾角.这些小尺度结构可能与湍

流边界层内区的自循环机制有关[１８].

３．２　大小尺度模态结构特征

　　在观察 MCＧQBVMD模态的瞬态结构(如图２)
时,我们发现两阶模态均表征出相类似的结构,即:从
壁面倾斜延伸向外的、沿流向交替排列的高低速条状

结构.为了进一步揭示这种结构的形态学特征,我们

统计了大/小尺度模态中不同速度分量的倾斜结构的

结构倾角随高度的变化.计算结构倾角的方法如下,
首先计算各个速度分量在不同法向高度处的两点相

关,即:

　　Ruu(rx,ry;y)＝

　　　
‹u(x＋rx,y＋ry,t)u(x,y,t)›x,t

σ２
u(y)

(９)

其中:u代表VMD瞬时模态的三个脉动速度分量(u,

v,w)中的一个,‹􀅰›代表在x、t两个维度上做系综平

均.然后求Ruu 峰值在不同ry 处的最大值对应的流

向偏移量rmax
x .通过对y 高度附近的 (rmax

x ,ry)进行

线性拟合即可得到当地结构的倾斜角θ,表示倾斜结

构与壁面的夹角.在当前的计算中,我们选取位置y
及其附近的２１点作为拟合所用的点集.一个典型高

度处(y＋ ＝３０)的大/小尺度 MCＧQBVMD模态的两

点相关云图Ruu、Rvv和Rww 如图３所示,图３中也显

示了检测高度附近的 (rmax
x ,ry)线性拟合得到的斜

率.图４给出大/小尺度 VMD模态的不同速度分量

的结构倾角随高度的变化,为便于比较,原始流场的

结构倾角随高度的变化也一并给出.首先,不同雷诺

数下原始流场以及 MCＧQBVMD模态的结构倾角的

变化趋势基本一致.但是大小尺度模态的几何倾角

随高度的变化有明显的区别,不同分量的结构倾角也

各不相同.对于u 分量,原始流场的结构倾角随高

度增加逐渐增加,在y＋≈２００之后稳定在６０°左右.
大尺度u 分量的结构倾角与原始流场基本相同,区
别是在y＋≈２００之后,其倾角继续缓慢增长.小尺

度u 分量的倾角则始终高于大尺度模态的u,最高

可以到达８０°(y＋≈２００),之后缓慢减小.v 分量的

倾角远远高于u 分量,原始的v 分量在y＋≈６０处就

图３　MCＧQBVMD模态空间两点相关云图(Reτ＝１７５０,y＋ ＝３０).a列与b列分别显示第一阶模态和第二阶模态的空间相关云图.
行１~３分别对应Ruu、Rvv和Rww.云图中每个高度处的值均用此高度处的最大值无量纲.

白色十字为参考高度,虚线为各高度处最大值拟合得到的直线

Fig．３　TwoＧpointcorrelationmapofMCＧQBVMDmodes(Reτ＝１７５０,y＋ ＝３０)．
Columnsaandbshowthecorrelationmapsof１stand２nd modes,respectively．

Rows１Ｇ３correspondtoRuu、Rvv和Rwwaccordingly．Eachmapisnormalizedwithitsmaximumvalue．
Thewhitecrossesindicatethereferenceposition,anddashedlinesarefitbythepeaksalongypositions
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(a)u分量脉动

(b)v分量脉动

(c)w 分量脉动

图４　MCＧQBVMD模态各个分量的结构倾角

随法向高度的变化

Fig．４　Thevariationofinclinationanglewith
ypositionforMCＧQBVMDmodes

达到了９０°倾角,即其结构与壁面垂直.小尺度v 分

量的结构倾角的变化趋势与原始流场的v 基本一致.
大尺度模态v 分量倾角的增长趋势较慢,在y＋≈
２００处达到９０°.w 分量的倾角相比其他两个分量的

倾角要小,说明其结构更加向壁面倾斜.原始流场中

的w 分量的倾角在y＋≈２００稳定于５０°左右.而大

尺度w 分量和小尺度w 分量的结构倾角均随法向

高度的增加而持续增加,但前者结构倾角的数值始终

小于后者.

　　对图４显示出的结果可以做以下三点更加深入

的讨论.第一,仔细分析结构倾角的雷诺数影响可以

发现,原始速度场的结构倾角呈现出较为明显的雷诺

数依赖性,但在将原始速度场分解后,大/小尺度模态

的结构倾角的雷诺数依赖性都有不同程度的减弱,尤
其是在大尺度u 和w 分量(图４(a,c))上.这似乎暗

示,对于平行壁面的速度分量,其倾斜的大尺度结构

的几何特征在所研究的雷诺数范围内具有“普适性”,
该推测需要在更高的雷诺数下去做进一步的验证.
第二,从象限分析的角度出发,v 分量的结构倾角达

到９０°这一现象,可以理解为 Q２/Q４事件对v 分量

湍流脉动的贡献达到均衡.图４(b)显示,相比于大

尺度而言,小尺度v 分量的结构倾角都在一个更低

的流层上收敛至９０°,且不同雷诺数之间的差异很

小,这与小尺度的内区自维持循环只限于近壁流区、
且具有雷诺数无关性的传统观点相吻合.另一方面,
大尺度v 分量的结构倾角收敛至９０°的法向高度,似
乎随着雷诺数的增大而增大.这也许可以说明,以

Q２喷射事件为特征的大尺度低速结构是更为常见的

近壁大尺度结构;或者可以说明,壁面条件对大尺度

v 分量的影响延伸至很高的流区,且与雷诺数相关.
第三,附着涡模型(attachededdymodel)假设附着涡

在平行于壁面的速度分量(u 和w)上的流向尺度正

比于附着涡所处的法向高度[１６],即:lx~y,这一假设

暗示了附着涡在不同的流层上具有相同的结构倾角.
图４(a,c)显示,原始流场u、w 分量的结构倾角确实

在一定的y＋ 以上不再改变,但大/小两种尺度的u、

w 分量的结构倾角并未呈现出类似的收敛趋势.因

此,不能简单认为在大尺度模态中发现的从壁面延伸

向外区的条状结构就是附着涡的物理表征.

４　结　论

　　本工作应用 MCＧQBVMD对湍流边界层xＧy 平

面脉动速度场进行了分解.MCＧQBVMD的大尺度

模态对应的是与 LSM 相似的结构.小尺度模态则

比较复杂,在近壁区倾斜的 Q２和 Q４事件比较相似,
而在对数区则近似于垂直的涡结构.MCＧQBVMD
小尺度模态的在流向尺度和形态特征上与流向涡的

尺度非常接近,且两者在不同雷诺数的工况下均有较

好的对应关系,表明xＧy 平面的 MCＧQBVMD 小尺

度模态应该对应于原始流场中的小尺度流向涡结构

在xＧy 平面的投影.

　　在当前工作中我们只将原始流场分解为大/小两

种尺度的模态,这样做虽然便于表征和分析,但可能

并不能够最好的反映湍流的多尺度特性.更多关于

模态数量以及更高维度的分解的工作需要在后续的

工作中开展.
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